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תוצובקבןונעיר



תוצובקבןונעיר

:םימייקתמםיאבהםיאנתהמ”מא)Ordinal(רדוסאיהAהצובק

1.Aלכלםא(תיביטיזנרטA 3 xלכלוx 3 yםייקתמA 3 y(.

2.(A,∈)-לשהקיראלהצובק-תתלכל(בטיההרודסAןושאררביאשי(.

,α:תונטקתוינוויתויתואבםירדוסןמסנ β, γ, δ, ...

+αןמסנ 1 = α ∪ {α}.

αבותכנ < βםוקמבα ∈ β.

αבותכנ ≤ βםוקמבα ⊆ β.

.תוכיישהסחיידילעבטיההרודס,On-םירדוסהלכתקלחמ
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תוצובקבןונעיר

:םייעבטהםירפסמהתמשגה

0 := ∅

n+ 1 := n ∪ {n}

:ןמסנ

ω := {n | יפוסרדוס n}

ωרדוסאוה.

α-שךכβרדוסםייקמ”מאבקוערדוסארקנαרדוס = β + 1.

.ילובגרדוסארקנαתרחא
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תוצובקבןונעיר
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תוצובקבןונעיר

αרדוסלכלשךכαרדוסאוההנומ > β,היצקנופלכf : β → αהנניא

.לעוע”חח

.ωרדוסהאוהןושארהיפוסניאההנומה

.ω1רדוסהאוהןושארההיינמןבאלההנומה

,A)יכרמאנ :םא)Poset()ח”סק(תיקלחהרודסהצובק(>

a)¬רמולכ.יביסקלפריטנא>• < a)לכלa ∈ A.

a)םארמולכ.יביטיזנרט>• < b)ו-(b < c)זא(a < c)לכל

a,b, c ∈ A.
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םיצע



םיצע

T)ח”סק , Tלכלוח”סקלןושאררביאםייקמ”מאץעארקי(> 3 tהצובקה,

t↓ := {s ∈ T | s < t},סחיהידילעבטיההרודס<.

.שרושהארקיןושארהרביאה,דוקדוקארקנT-ברביאלכ•

ht,הבוגתייצקנופרידגנ• : T → On,רשאכht(t) := otp(t↓, <).

הבוגהשםידוקדוקהתצובקאיה,Tα,תי-α-ההמרהαרדוסלכל•

.αאוהםהלש

איהתי-α-ההמרהשךכרתויבןטקהαרדוסהאוהץעלשהבוגה•

.הקיר

.ץעבתילמיסקמתיווקהרודסהצובקתתאוהץעבףנע•
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םיצע
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םיצע

T)ץע,κהנומיהי , לכלףסונבוκאוהולשהבוגהםאץע-κארקי(>

κ > α,יכםייקתמ|Tα| < κ.

ףנעליכמTץעהזא,Tץע-ωיהי)1927König,גינקלשהמלה(:המל

.יפוסניא

ω1-היינמתבאיהובתרשרשלכםאןיישנוראץעארקיץע.

.היינמןבאלףנעובםייקאל,תרמואתאז
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םיצע

T)ץעיכרמאנ , Tדוקדוקלכלםאלצפתמאוה(> 3 xינשםימייק

Tץעבםינושםידוקדוק 3 y0, y1שךכ-x < y0, x < y1םגו

ht(y0) = ht(y1) = ht(x) + 1.
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םיצע

T)ץעיכרמאנ , :םאילמרונאוה(>

Tדוקדוקלכל• 3 x,הבוגלתחתמהמרלכבוילעמדוקדוקאוצמלןתינ

.ץעהלש

ht(T)ילובגרדוסלכל• > αםינושםידוקדוקינשלכלוTα 3 x, y

↓xיכםייקתמ 6= y↓.
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ןיישנוראץע



ןיישנוראץע

.ןיישנוראץעםייק:טפשמ

.ןיישנוראץעתיטיניפסנרטהיסרוקרבהנבנ:החכוה

fהלועהיצקנופהיהיTץעבדוקדוקלכ : α → Qרובע(α < ω1).

Tרובע 3 f , g,ץעהלערדסהסחיתארידגנTאבהןפואב:

f < g ⇐⇒ g � dom(f ) = f

fתאביחרמg,תרמואתאז ⊆ g ,f.

.ע”חחחרכהבןכלוהלועהיצקנופאוהץעבדוקדוקלכיכבלםישנ

,ץעבהיינמןבאללדוגמתרשרשתמייקיכהלילשבחיננ

fהיצקנופאיהתרשרשהלשדוחיא : ω1 → Qךא,ע”חחQהיינמ-תבאיה.

.היינמתבאיהץעבתרשרשלכןכלו,הריתסונלביק
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ןיישנוראץע

:םיאבהםיאנתהתאונלשהיינבהךלהמבשורדנ

ω1לכל(1) > α,המרהTαהיינמתבאיה.

sup(Im(f-והלועfזא,T-בדוקדוקfםא(2) )) ∈ Q.

fםא(3) : α → Qבדוקדוק-T,לכלזאq > sup(Im(f β-ו(( > αםייק

gדוקדוק : β + 1 → Qשךכ-g � α = fו-g(β) = q.

fםא(4) : α → QץעבדוקדוקT,ו-β < α,םגזאf � β ∈ T.

fהיצקנופהםאש(4)-מעבונ : α → Qזא,ץעבדוקדוקאיהht(f ) = α.
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ןיישנוראץע

ω1לעהיסרוקרבהנבנ > αץעהתאT:

Jα = fרידגנ:0 = .Tץעהלששרושהתויהל∅

Jבקועדעצ,α = β + Tβיהת:1 3 fהיצקנופ,

יכוהלועהייצקנופfיכעודי,היסרוקרהתוחנהיפלע

Q 3 sup(Im(f )).

Qלכל 3 q > sup(Im(f gהיצקנופרידגנ,(( > fשךכ-g(β) = q.

|Q|יכבלםישנ = |Tβ| = ℵ0םגןכלו|Tα| = ℵ0.
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ןיישנוראץע

Jילובגדעצ,α:לכלα > β,היצקנופf ∈ Tβו-p = sup(Im(f )) < q,

αn〉םירדוסלשהלועהרדסרחבנ | n < ω〉לתסנכתמה-αשךכ-

α0 = β.

β = α0 < α1 · · · < αn . . .

sup{αn | n < ω} = α

pn〉הלועהרדסרחבנףסונב | n < ω〉,ב-Qלתסנכתמה-q,שךכ-

p = p0.

p = p0 < p1 · · · < pn . . .

sup{pn | n < ω} = q
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ןיישנוראץע

fn〉,ץעבםידוקדוקלשהלועהרדסרחבנתעכ | n < ω〉שךכ-:

(a)לכלω > n,יכםייקתמfn ∈ Tαnו-sup(Im(fn)) = pn.

(b)f = f0 < f1 < f2 < . . ..

g,היצקנופהתאףוסבלרידגנ :=
⋃

n<ω fn,היצקנופיהוזיכבלםישנ

,בטיהתרדגומ

g : α → Qשךכ-sup(Im(g)) = qו-f < gוניצרשיפכ.

βלכלו,היינמןבαיכבלםישנ < αםייקתמ|Tβ| = ℵ0תחנהיפלע

.היסרוקרה

|Tα|ןכלו,היינמןבQףסונב = ℵ0שרדנכ.
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ןיישנוראץע

T,ץעהתארידגנםויסל :=
⋃

α<ω1
Tα.

,היינמתבאלתרשרשתמייקאליכוהיינמתבאיהץעבהמרלכיכבלםישנ

�.ןיישנוראץעאוהTץעהןכלו

fםא:הרעה : α → Qבהיצקנופ-T,לכלזאα > γםייקתמ:

.f (γ) > sup(Im(f � γ))
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דחוימץע



דחוימץע

T)ץעיהי , Tהצובקתתיכרמאנ,(> ⊇ Aגוזלכםאתרשרש-יטנאאיה

.>סחיהתאםימייקמאלהצובקבםירביא

.תילמיסקמתרשרש-יטנאאיהץעהלשהמרלכ:המגודל

ω1-תוארשרש-יטנאלשהיינמןבדוחיאאוהםאדחוימארקיץע.
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דחוימץע

.דחוימןיישנוראץעםייק:טפשמ

.דחוימאוהםדוקהטפשמבונינבשןיישנוראהץעיכהארנ:החכוה

Qלכל 3 q,האבההצובקהרידגנ:

Aq := {f ∈ T | sup(Im(f )) = q}.

.דחוימTץעההיינמןבQ-שןוויכןכלותרשרש-יטנאאיהAqיכהארנ

Aqויהי 3 f , g,יכהלילשבחיננf < g.

α-שךכβ-וαםירדוסויהי = dom(f β-ו( = dom(g).

g-שןוויכ > fחרכהבβ = ht(g) > ht(f ) = α.

יכםייקתמ,Tלשרדסהסחיתרדגהיפלע

g � dom(f ) = f
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דחוימץע

:םירקמינשלקלחנ

Jβבקוערדוס,β = γ + 1.

γםייקתמ ≥ α,יכונלעודיהיינבהמ:

sup(Im(g)) = g(γ) > sup(Im(g � γ)) ≥ sup(Im(f ))

sup(Im(f-שךכלהריתסב )) = sup(Im(g)).

g,הלועהיצקנופg:תרוכזת( > fו-β = dom(g) > dom(f ) = α.(
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דחוימץע

Jβילובג.

βיכבלםישנ > α+ 1 > α.

יכםייקתמ,הלועהיצקנופg-שןוויכ

sup(Im(g)) > g(α+ 1) > g(α) ≥ sup(Im(f ))

sup(Im(f-שךכלהריתסב )) = sup(Im(g)).

�
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םששיץעלכל



ZFC-בםייולתםניאשםיצע

ω1-היינמתונבןהתרשרשיטנאלכותרשרשלכםאןילסוסץעארקיץע.

.ןילסוסץעוניאדחוימץע

.היינמתבאלתרשרש-יטנאתמייקחרכהבדחוימץעביכבלםישנ

:ZFCלשתומויסקאביולתיתלבןילסוסץעלשומויק

Vהמויסקאהתחת• = Lןילסוסץעםייק.

יצעןיאןכלו,דחוימאוהןיישנוראץעלכיכעבונןיטרמתמויסקאמ•

.ןילסוס
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קחשמ



קחשמ

,הלועםיישממםירפסמתרדסהזרחאהזבםירחוב’ב-ו’א,םינקחשינש

.ןושאררפסמרחוב’אןקחשרשאכ

.המוסחתלבקתמההרדסהםאקרוםאחצנמ’אןקחש

עצביןקחשהשדעצהוהמהטילחמההיצקנופאיהןקחשרובעהייגטרטסא

.הכדעקחשמהלשהאלמההירוטסיההןתניהב

ךכל”נכהיצקנופתמייקםאקרוםא,ןוחצינתייגטרטסאשיןקחשליכרמאנ

.חצניאוההיגטרטסאהיפלעלעפיןקחשהובקחשמלכבש

לכברוחבל:המגודל,ןוחצינתייגטרטסאשי’בןקחשל,ונרדגהשקחשמב

xרפסמהתאדעצ + .ביריהרחבשןורחאהרפסמהאוהxרשאכ1
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םיצעלעקחשמ

T)לצפתמוילמרונץע-ω1יהי , <).

tn〉הלועהרדסהזרחאהזבםירחוב’ב-ו’א,םינקחשינש | n < ω〉לש

.Tץעבםידוקדוק

.t0רביאהתאןושאררחוב’אןקחשרשאכ

.הרדסהלכללעמץעבדוקדוקםייקםאקרוםאחצנמ’אןקחש

:םיאבהםירבדהתאחכוה

(a)ןוחצינתייגטרטסאןיא’אןקחשל.

(b)ץעהםא(T , .ןוחצינתייגטרטסאשי’בןקחשלזא,דחוימאוה(>

(c)∗ץעהםא(T , .ןוחצינתייגטרטסאןיא’בןקחשלזא,ןילסוס(>
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םיצעלעקחשמ

(b)ץעהיכחיננTתוארשרש-יטנאלשהרדסתמייקתרמואתאז,דחוימ

〈An | n < ω〉שךכ-T =
⋃

n<ω An.

:האבההיגטרטסאהתא’בןקחשרובערידגנ

ωןתניהב > nדוקדוקב’אןקחשלשהריחבוt2n,

רביאםייקםאהלאשנ

t2n < s ∈ An

t2n+1רידגנ,ןכםא• := s.

דוקדוקתויהלt2n+1תארוחבלןתינ,ילמרונץעהשךכמ,אלםא•

.t2n-מלודגשתבקועההמרבוהשלכ
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םיצעלעקחשמ

.חצינ’בןקחשיכתוארהלהצרנ

tn〉הלועההרדסהלכלעמtדוקדוקםייקיכהלילשבחיננ | n < ω〉,

T-שןוויכ =
⋃

n<ω An,םייקω > nשךכ-t ∈ An.

:םירקמלקלחנו2nבלשב’בןקחשהלשהריחבהלעלכתסנ

Jםאt2n+1 ∈ Anשןוויכזא-Anםייקתמשןכתייאלתרשרש-יטנא

t2n+1 < t,הריתסיהוזו.

Jםאt2n+1 /∈ An,ברביאםייקאלזא-Anללעמ-t2n,שךכלהריתסב-

t2n < t ∈ An.

היגטרטסאבשומישידילעחצני’בןקחשןכלו,דיספה’אןקחשחרכהבןכל

!תאז
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ןיישנוראיצעלשהנבמתרות



ןיישנוראיצעלשהנבמתרות

.A,ןיישנוראיצע-ω1לכתקלחמלעלכתסנ

Aםיצעינשןיב≥רדססחירידגנ 3 T , S,ןמסנT ≤ Sהיצקנופתמייקםא

.S-לT-מרדסתרמשמ

יצעלש2ℵ1המצועמהחפשמתמייק:)Todorcević,2007(טפשמ

.≥רדסהסחיבתוגוזבהאוושהלםינתינםניארשאןיישנורא

,םיטנרהוקןיישנוראיצעלשהרדסהנשי:)Todorcević,2007(טפשמ

〈Sm | m ∈ Z〉לכלשךכm < nםייקתמםימלשSm < Sn.
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ןיישנוראיצעלשהנבמתרות

2ℵ0-וןיטרמתמויסקאתחת:)1985,םהרבא-חלש(טפשמ = ℵ2םייקתמ

.םייפרומוזיא-ח”לסןיישנוראיצעינשלכיכ

תמויסקאתחת:)Baumgartner-Malitz-Reinhardt,1970(טפשמ

.דחוימאוהןיישנוראץעלכןיטרמ

AהקלחמתתתמייקPFAתחת:)Todorcević,2007(טפשמ ⊇ Cלש

.ץישפיליצעםייארקנהםיצע

םומיסקמםייקאלCתרשרשבףסונב,האוושהלםינתינC-בםיצעינשלכ

.םומינימאלו
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?ℵ2-בהרוקהמ

םעיבקעזא,שלחיטקפמוקהנומםייקםא:)1981,חלש-רבייל(טפשמ

.ןילסוס-ω2יצעםימייקאליכףצרהתרעשה

יבקעזא,)ineffable(ראתי-לבהנומםייקםא:)Krueger,2008(טפשמ

תורדסלםירוגסוםילמרונןיישנורא-ω2יצעינשלכיכףצרהתרעשהםע

.ח”לסלעםייפרומוזיאהיינמתונב

.דחוימאוהןיישנורא-ω2ילמרונץעלכ,השעמל
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ינבאלםייראנילםירדסלשהנבמתרות

היינמ



היינמינבאלםייראנילםירדסלשהנבמתרות

,Baumgartner(טפשמ םיישממלשתוצובקיתשלכPFAתחת:)1973

ℵ1-רדסםייפרומוזיאםיפופצ.

,Moore(טפשמ ינבאלהםייראנילהםירדסהתקלחמלPFAתחת:)2006

:5לדוגמסיסבםייקהיינמ

{X , ω1, ω
∗
1,C,C

∗}

Cשךכיראנילרשי-ןמירטנאקרשיאוה-C2לשהיינמןבדוחיאאוה

.תוארשרש

Xלדוגמהצובקאוהℵ1םיישממלש.

B∗הצובקהלשיראנילהרדסהאוהBמךופההרדסהםע-B.
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!הבשקההלעהדות
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